 АЛЮШИН Ю. А.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КИНЕМАТИКИ С ПРИМЕНЕНИЕМ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ В ФОРМЕ ЛАГРАНЖА


Методика решения задач кинематики с применением переменных Лагранжа предусматривает запись уравнений движения в наиболее общем виде и последующую конкретизацию положений центра вращения и углов поворота с учетом наложенных кинематических связей. Для сложных движений используется принцип суперпозиции (наложения) определяющих их составляющих движений. Однократное и двукратное их дифференцирование позволяет определить компоненты скорости и  ускорения для любых моментов времени (положений системы). Этих данных достаточно для определения любых других кинематических характеристик движения, включая пройденный частицами путь, положение мгновенных центров скоростей и ускорений, траектории движения и их кривизну,  проекции векторов смещений, скоростей и ускорений на любые направления и пр. Для сложных движений рекомендуется переход к предпочтительной с точки зрения простоты получаемых уравнений системе отсчета наблюдателя, включая выбор начала отсчета времени, а также проверка на отсутствие деформации твердого тела (если таковая не предусмотрена условиями задачи).
Для более наглядной демонстрации отличий предлагаемой методики от обычно применяемых все рассмотренные задачи взяты из учебников и задачников по теоретической механике, в том числе из учебников (год издания указан  для конкретизации ссылок на номера задач) Тарга С.М. (1968г), Некрасова А.И. (5 издание, 1965г), задачника И.В. Мещерского (14 издание, 1965г).

Поскольку в обычных задачах предусматривается, как правило, определение одной из характеристик движения (траектории, скорости, ускорения и пр.), такие постановки сохранены в первых из рассматриваемых задач. Учитывая их однотипность, в дальнейшем показана возможность полного кинематического анализа для каждого из рассматриваемых движений.

КИНЕМАТИКА АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА
ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА
Поступательным называется движение абсолютно твердого тела, когда компоненты перемещений, скоростей и ускорений всех частиц тела одинаковы. Для описания поступательного движения достаточно информации о движении  одной точки. Поэтому раздел «Движение точки» из классической механики ниже включен в этот же раздел.
Задача 310 (стр. 100). Груз, поднятый на упругом канате, колеблется согласно уравнению 
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где a – (амплитуда) в сантиметрах, k – коэффициент (угловая частота) с размерностью с-1. Определить амплитуду и круговую частоту колебаний груза, если период колебаний равен 0,4с и в начальный момент х0 = -4 см. Построить также кривую расстояний (смещений частиц груза).


Фаза – величина, определяющая состояние колебательного процесса в каждый момент времени = угловая частота*время + начальная фаза колебаний.


Амплитуда = максимальное отклонение от оси колебаний (но не от начального положения, так как оно не обязательно совпадает с осью симметрии колебаний) или половина размаха колебаний. Для определения амплитуды надо найти максимальную и минимальную координаты за период, когда синус принимает максимальное (+1) и минимальное (-1) значения, т.е. размах колебаний составляет  «2а», тогда амплитуда равна коэффициенту «а». 


1. Решение традиционным методом.


При условиях задачи 
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 для t=0 имеем -4=а*(-1), т.е. а=4 см. Для определения круговой частоты следует учесть, что аргумент синуса изменяется на 
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 за период, который равен 0,4с. Отсюда k*0.4=
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[image: image5.wmf]p

5

=

k

.


2. Своя формулировка задачи: Некоторая частица абсолютно твердого тела совершает колебания в вертикальном направлении (в направлении оси «х») за счет упругости каната, на котором оно подвешено, в соответствии с уравнением
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(1)


Записать уравнения движения частиц тела в форме Лагранжа, найти амплитуду «а» и круговую частоту “k”, если период колебаний равен 0,4с и в начальный момент частица имела координату х = -4см. 


Круговую частоту определяем, как и в предыдущем варианте решения: 

k*0.4=
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 или 
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.


По предыдущей методике может быть определена и амплитуда колебаний. Однако ниже будет рассмотрена иная методика.


Чтобы записать уравнения движения в форме Лагранжа, надо, учитывая поступательный характер движения, найти компоненты вектора смещения, в рассматриваемом случае – в направлении оси «х»
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Смещение вдоль оси «х» можно определить путем вычитания из текущего значения координаты (1) её начального значения при t=0:
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(2)

Таким образом, уравнения движения в форме Лагранжа принимают вид
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(3)

или, для произвольного значения начальной фазы 
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(4)


При движении  абсолютно твердых (без деформации) тел суммы квадратов элементов каждого столбца и определитель матрицы
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(I)
должны обращаться в 1. В рассматриваемом случае, как и в других случаях поступательного движения твердых тел, матрица принимает вид
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и указанное условие выполняется.


Первое из уравнений (4) в качестве аргументов включает переменную Лагранжа (изменяется в пределах объема рассматриваемого абсолютно твердого тела), время (как и в любых других уравнениях движения, согласующий все уравнения системы параметр), а также характеристики конкретного вида колебаний: амплитуду «а», круговую частоту «k» и фазовую характеристику (фазовый угол характеризует положение частицы по отношению к оси симметрии колебаний), в том числе  начальную фазу цикла колебания.


Уравнения (4) совпадают по форме с  решениями (6.3.47) и (6.3.52) (при колебаниях в вертикальном направлении), где за начальный момент принято положение, при котором упругая энергия пружин или каната принимает нулевое значение (начальная фаза 
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 = 0). В рассматриваемой задаче начальная фаза 
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 соответствует минимально возможным значениям координат (абсцисс), т.е. минимальному (в алгебраическим смысле) смещению частиц от «квазиустойчивого» состояния, при котором упругая сила (интенсивность приращения упругой энергии каната при изменении его длины) уравновешивается весом тела.


Для расчета амплитуды необходимо учесть, что на следующей четверти колебания, т.е. при 
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 переместится в начало координат (фаза = 
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откуда а = 4 см.


В системе координат “t-x” уравнения движения представляют семейство синусоид, проходящих при t=0 через лагранжевы координаты частиц, периодически повторяющиеся от t=0 до конечного значения времени (не задано). В системе координат “x-y” траектории представляют собой отрезок прямой на оси «х» с координатами концов отрезка 
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 т.е. длина траектории (размах колебаний) для всех частиц одинакова и составляет xmax – xmin = 2а, независимо от их начальных координат и значения угла «
[image: image30.wmf]0

j

». Коэффициент «а» называют амплитудой колебаний.
Компоненты скорости и ускорения для всех частиц одинаковы (поступательное движение!) и в направлении  оси «х» изменяются в соответствии с уравнениями
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В начальный момент времени для рассматриваемых условий задачи скорость  обращается в 0, а ускорение максимально и равно +ak2 (в  П99 принято в начальный момент ускорение = 0, а скорость – максимальна).

Расчет пути для периодических колебаний будет рассмотрен в последующих задачах.

Задача 311. По заданным уравнениям движения центра масс абсолютно твердого тела найти уравнения движения её частиц и траекторию центра масс

1) x=20t2+5   (а);  y=15t2+3     (б). 


Для определения траекторий надо перейти от параметрической формы записи уравнений движения к явной форме кривой, заменив время во втором уравнении (1б) через «х» путем преобразования ур-ия (1а) к виду

t2=(x-5)/20;

y=3*(x-5)/4+3;

4y-3x+3=0.


Уравнения движения частиц должны содержать начальные их координаты (переменные Лагранжа)


[image: image33.wmf]2

20

t

x

+

=

a

; 
[image: image34.wmf]2

15

t

y

+

=

b



Траектория произвольной частицы через её лагранжевы координаты имеет вид
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Центр масс имел начальные координаты (5; 3), его траектория 
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. Тело двигается равноускоренно с ускорением xtt= 40 см/с2 , ytt=30 см/с2. 

2) x=4t-2t2; y=3t-1,5t2.


Правые части уравнений определяют смещение частиц вдоль соответствующих осей координат, поэтому уравнения движения имеют вид
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Уравнения траекторий (после замены параметра t) 
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Они представляют собой семейство параллельных прямых с тангенсом угла наклона к оси «х», равным ¾. Тело движется прямолинейно, компоненты скорости и ускорения всех частиц одинаковы и изменяются в соответствии с уравнениями 
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Компоненты смещения частицы  
u = 5+3cos(t) – (5+3) = 3[cos(t) – 1]; v=4sin(t).

Уравнения движения
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Частица, движение которой задано в условиях задачи, имела начальные координаты (8;0).


Частицы движутся по кривым второго порядка
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которые являются эллипсами. Например, для частицы с начальными координатами (8;0) получаем эллипс, симметричный относительно оси «х», с полуосями 3 и 4:
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Для других частиц траектории получаем параллельным переносом последней кривой в соответствии с изменением их начальных координат (см. таблицу).  
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Компоненты скорости и ускорения
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Модули скорости и ускорения остаются неизменными (оба равны 5), изменяется только их направление. Если коэффициенты при тригонометрических функциях в уравнениях движения будут одинаковы, траектории преобразуются в дуги окружностей.

4) 
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Правые части определяют смещения частиц, в связи с чем для уравнений движения получаем
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Траектории
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соответствуют семействам парабол, получаемым параллельным переносом, например параболы, проходящей через начало координат
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Компоненты скорости и ускорения
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К такому виду приближается траектория полета снаряда, если ось «х» направить вертикально вниз:  ускорение свободного падения остается постоянным; в горизонтальном, если пренебрегать сопротивлением воздуха, направлении движение предполагается равномерным.


312. По заданным уравнениям движения точки найти уравнения траекторий частиц абсолютно твердого тела, а также указать «закон движения точки» по траектории (пройденный путь), отсчитывая расстояние от начального положения точки.

1) x=3t2;  y=4t2 (в  см).

Уравнения движения частиц
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Уравнения траекторий в общем случае
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для рассматриваемой токи 
4x-3y=0.

Компоненты скорости и ускорения (см/с; см/с2)

xt = 6t;  yt =8t; xtt = 6;  ytt = 8.

Пройденный с начала движения путь (см)
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и компоненты вектора смещения частиц (одинаковы для всех частиц рассматриваемого абсолютно твердого тела)

u=3t2;  v=4t2 (в  см).
при длине вектора смещения 5t2. Так как частица перемещается вдоль  прямой, имеет место равенство длин вектора смещения и пройденного пути.
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Уравнения движения
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Компоненты векторов смещения, скорости и ускорения
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Траектории движения
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уравнение преобразуется для рассматриваемой в условиях задачи точки в окружность с центром в начале координат
x2 + y2 = 9,
и пройденный путь
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Так как траектория не является прямой, длины векторов смещения и пройденный частицами путь не совпадают: первый изменяется периодический, второй все время возрастает (s = r*.
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Уравнения движения
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Компоненты векторов смещения, скорости и ускорения
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Траектории движения представляют семейство прямых, равнонаклоненных к осям координат (тангенс угла наклона равен –1)
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и ограниченных интервалом
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 пройденный путь составляет
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Для рассматриваемой в условиях задачи частицы начальные координаты составляют (а;0), интервал изменения текущих координат 
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Траектории являются прямыми линиями, но в связи с циклическим характером движения, определяемым тригонометрическими функциями, длины векторов смещения и пройденный частицами путь совпадать не могут: первый изменяется периодический, второй все время должен возрастать. Ответ справедлив только для ограниченного диапазона времени (
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). В случае, если время превышает 
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, интегрирование при расчете пути должно быть выполнено отдельно для каждого диапазона изменения времени без изменения знака sin(2t) или численным способом, так как под интегралом должен учитываться только модуль скорости (путь всегда возрастает при  любом направлении скорости!). В частности, для диапазона 
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313. Мостовой кран движется вдоль мастерской согласно уравнению x=t; по крану катится в поперечном направлении тележка согласно уравнению y=1,5t  (х и у – в метрах, t – в  секундах). Цепь укорачивается со скоростью 0,5 м/с. Определить траекторию центра тяжести груза; в начальном положении центр тяжести груза находился в горизонтальной плоскости Оху; ось Оz направлена вертикально вверх.


Решение может быть получено за счет суперпозиции движений вдоль  каждой их указанных осей координат
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Траектория определяется пересечением плоскостей
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т.е. является прямой линией, движение равномерное, с постоянными скоростями в каждом из направлений, ускорения отсутствуют. Как следует из заданных уравнений движения, центр тяжести груза находился в исходном состоянии в начале координат. Для центра тяжести траектория совпадает с линией пересечения плоскостей 


[image: image116.wmf]x

y

5

,

1

=

  и  
[image: image117.wmf]x

z

5

,

0

=

.

314. Движение точки, описывающей фигуру Лиссажу, задается уравнениями
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[image: image119.wmf]t
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 (t – в секундах). Найти уравнение траектории, указать ближайший после начала движения момент времени t1, когда траектория пересечет ось Ох.

Уравнения движения частиц тела с рассматриваемой точкой
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Уравнение траекторий (после преобразования косинуса к синусу)
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 с ограничениями 
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Для рассматриваемой точки с начальными координатами (0,2) получаем параболу

4x2 + 9y = 18    (|x|<=3;  |y|<=2.

Первое пересечение рассматриваемой точки с осью «х», т. е. когда у = 0, произойдет при t = 
[image: image125.wmf]4
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315. Определить траекторию точки, совершающей одновременно два гармонических колебания равной частоты, но разных амплитуд и фаз, если колебания происходят по двум взаимно перпендикулярным осям:
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По существу задача сводится к суперпозиции двух движений абсолютно твердого тела с уравнениями движения в каждом из них
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В результате суперпозиции получаем уравнения обобщенного движения (для рассматриваемого случая замена вложенного и наложенного движений не изменяют результата)


[image: image132.wmf]]

sin

)

[sin(

1

1

j

j

a

-

+

+

=

kt

a

x

;   
[image: image133.wmf]]

sin

)

[sin(

2

2

j

j

b

-

+

+

=

kt

b

y

.


Рассматриваемая в условиях задачи точка имела начальные координаты (
[image: image134.wmf]1
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;  
[image: image135.wmf]2
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). Её уравнения движения записаны выше.

Чтобы получить уравнение траектории в явном виде, обычно следует выразить время из одного уравнения и подставить полученный результат в другое. В данном случае преобразуем систему к виду
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Отсюда найдем, например, по методу определителей, sin(kt)  и  cos(kt), а затем сложим их квадраты. В результате получим
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Аналогичным образом может быть получено уравнение траекторий для любых частиц, заданных их начальными координатами, 
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При указанных выше начальных координатах уравнение преобразуется в записанное выше.

З16. Найти уравнения движения и траектории точек абсолютно твердого тела, получающегося при сложении взаимно перпендикулярных колебаний разной частоты, если координаты центра масс изменяются в соответствии с уравнениями.
1) 
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Приведенные уравнения соответствуют смещениям точки (в исходном состоянии при t=0 координаты также равны 0), поэтому уравнения движения частиц тела имеют вид 
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Компоненты скорости и ускорения для всех частиц тела, в связи с поступательным характером его движения, одинаковы и изменяются в соответствии с уравнениями
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Из первого уравнения (1а)  
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. Используя известную зависимость для синуса двойного угла, находим
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Последнее из равенств позволяет записать уравнения траекторий в явной форме для произвольной частицы
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Для центра массы с учетом начальных координат (равны 0) отсюда получаем
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Приведенные уравнения не соответствуют смещениям точки (в исходном состоянии при t=0 координаты равны «а»), поэтому уравнения движения частиц тела имеют вид
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Компоненты скорости и ускорения 
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Из первого уравнения (1а)  
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. С учетом формулы для косинуса двойного угла находим
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Последнее из равенств позволяет записать уравнения траекторий в явной форме для произвольной частицы


[image: image164.wmf]2

1

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

+

-

a

y

a

x

b

a

.

Для центра массы (начальные координаты равны «а») отсюда получаем
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В обоих вариантах компоненты скорости одновременно не обращаются в 0, т.е. МЦС и МЦУ отсутствуют. Кривизну траекторий можно определить в любой момент  времени, но в связи с громоздким видом окончательных уравнений удобнее воспользоваться численными методами (см. расчет в пакете Excel).
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДЫХ ТЕЛ
317. Кривошип ОА вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image166.wmf]t
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=10с-1 , ОА=АВ=80 см. Найти уравнения движения и траекторию средней точки шатуна М, а также уравнение движения ползуна В, если в начальный момент ползун находился в крайнем правом положении; оси  координат указаны на чертеже. Начало координат совпадает с осью вращения кривошипа.


Общий вид уравнений движения частиц кривошипа
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и ползуна
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Для кривошипа и шатуна матрица (I) принимает вид
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и удовлетворяет условиям движения без деформации.

С учетом условий задачи, в том числе чертежа, начальные координаты рассматриваемых точек имеют значения
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Общие уравнения движения принимают вид
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Зависимость между угловыми скоростями кривошипа и шатуна находим из наложенных кинематических связей, в соответствии с которыми ползун и ось шарнира В перемещаются вдоль оси «х», т.е. на протяжении всего цикла движения шатуна выполняется условие 
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. Следовательно, из последнего уравнения, 
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Подставляя полученный результат в остальные уравнения, получаем


[image: image189.wmf])

10

cos(

120

t

x

M

=

;   
[image: image190.wmf])

10

sin(

40

t

y

M

=

; 
[image: image191.wmf])

10

cos(

160

t

x

B

=

.

Первые два уравнения определяют траекторию перемещения точки М:
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которая описывает эллипс с полуосями 120 см и 40 см. Соответственно точка В движется по отрезку прямой в интервале  0<=x<=160.

318. Уравнения движения точки обода колеса, катящегося без скольжения по прямолинейному рельсу (совпадающему с осью «х»), имеют вид
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Определить моменты времени, когда точка занимает низшее, среднее и высшее положения на траектории, считая, что ось «у» направлена вверх.


Для решения задачи достаточно проанализировать второе из записанных уравнений. Низшие значения у=0 точка принимает при cos(kt)=1, т.е. при kt=
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. Высшие значения у=2а точка принимает при cos(kt)=-1 или при kt=
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Учитывая, что при качении вдоль оси «х» колесо вращается по часовой стрелке (соответствует отрицательным значениям угла поворота), уравнения движения для любых частиц обода принимают вид
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Сопоставление уравнений позволяет утверждать, что ось колеса «А» и рассматриваемая в условиях задачи точка обода колеса «В» имели начальные координаты
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Действительно, при  указанных значениях общие уравнения движения, с учетом поступательного движения оси колеса со скоростью “ak” (xA=akt, yA=a), преобразуются к виду
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что совпадает с заданными в условиях задачи.


319. Определить уравнения движения и траекторию точки обода колеса радиуса R=1м  паровоза, если он движется по прямолинейному пути с постоянной скоростью v0=20 м/с. Принять, что колесо движется без скольжения; за начало координат взять начальное положение точки на пути, принято за ось «Ох».
Уравнения движения частиц колеса, как и в предыдущей задаче,
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Ось колеса с начальными координатами 
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 движется с постоянной скоростью, поэтому 
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. При начальных координатах рассматриваемой точки обода колеса 
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 уравнения движения принимают вид
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так как угловая скорость k=v/R=20 c-1 (колесо катится без скольжения).


Траекторий точки является циклоида с уравнением 
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320. Бомба, брошенная с самолета, движется согласно уравнениям (ошибочное утверждение, это можно относить только к центру тяжести или другой отдельно выделенной точке бомбы!) x = 40t; y = 4,9t2 (х, у – в метрах, t – в секундах); ось Ох – горизонтальна, ось Оу направлена вертикально вниз. Найти уравнение траектории (центра массы) бомбы и определить время падения и дальность её полета по горизонтальному направлению, если самолет летит на высоте h = 3000 м.


Если пренебречь вращением относительно любой из возможных осей, в том числе за счет сопротивления воздуха, уравнения движения частиц бомбы можно получить суперпозицией составных движений: равномерного движения  в горизонтальном направлении (сопротивлением воздуха пренебрегаем)
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и равноускоренного движения  в вертикальном направлении за счет ускорения свободного падения
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Уравнения совмещенного движения
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Траектория движения произвольной частицы и центра масс бомбы (предполагается, что в начальный момент центр масс совпадал с началом координат)
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Время полета определяется высотой падения
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Оно определяет дальность полета
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Компоненты скорости бомбы в момент соударения с поверхностью земли
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Задача 323.  Движение рамки круглого эксцентрика пресса задано уравнением 
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, где х выражено в см, t – в секундах, е – эксцентриситет,  - угловая скорость эксцентрика (е и  - постоянные). Определить: 1) ближайшие два момента времени после t=0, в которые изменяется направление движения; 2) ближайший момент времени, когда скорость достигает максимального значения; 3) период движения.


Условие требует уточнения, так как задано уравнение движения не рамки эксцентрика, а лишь одной (по-видимому, крайней) его точки. 

Приводом рамки является эксцентрик, в общем случае уравнения его движения можно записать в виде
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где a, b – координаты оси вращения в системе отсчета наблюдателя. Принимая во внимание недостаток информации в условии задачи, а также учитывая, что в начальный момент абсцисса рассматриваемой точки равна 0, можно записать уравнения поступательного движения частиц рамки эксцентрика в виде (смещения, скорости и ускорения АТТ при поступательном движении должны быть одинаковы)
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Компоненты скорости и ускорения в направлении оси «х» изменяются в соответствии с уравнениями
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Изменению направления движения соответствуют нулевые скорости, первым двум моментам соответствуют 
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. Ближайший момент времени, когда скорость достигает максимального значения, составляет 
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Задача 324. Груз, подвешенный к пружине, совершает прямолинейные гармонические колебания. Написать уравнения движения груза, если 1) при t=0: x0 = 0; v0 = 20см/с; 2) число колебаний в минуту равно 120. Построить диаграммы расстояний и скоростей груза.

Общий вид уравнений движения при  гармоническом колебании  груза, подвешенного на пружине (см. ур. 6.3.52-6.3.53), 
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где 
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 - переменная Лагранжа, соответствует начальному положению частицы, когда пружина находится в ненагруженном состоянии (энергия упругой деформации равна 0), при этом скорости и ускорения определяются по уравнениям
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В соответствии с начальными условиями задачи по варианту (1) для рассматриваемой точки (например, центра массы груза) имеем
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Числу колебаний 120 в минуту соответствует период 0,5 секунды, т.е. 
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Для всех других частиц груза уравнение для координаты «х» следует из равенства их перемещений


[image: image253.wmf])

4

sin(

5

0

t

x

x

p

+

=

,

где  х0, в отличие от 
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 в уравнении (1), соответствует начальной координате частицы с учетом растяжения пружины.

326. Движение пальца кривошипа задано уравнениями
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(х, у – в сантиметрах, t – в секундах). Определить компоненты скорости и ускорения, траекторию пальца и её кривизну, МЦС и МЦУ.


Уравнения движения для произвольных частиц кривошипа, ось вращения которого совпадает с началом координат, имеют вид
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при этом компоненты скорости и ускорения определяются уравнениями
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В условии задачи записаны уравнения равномерного вращения пальца кривошипа 
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 Разница в знаках скоростей в приведенном решении и в задачнике Мещерского И.В. связана с тем, что по существу в условиях задачи допущена ошибка: в первом из уравнений следовало поставить знак «-». Действительно, положительный угол поворота должен отсчитываться против часовой стрелки. В исходном положение (t=0) кривошип занимал вертикальное положение. По мере увеличения угла поворота (времени t) в диапазоне от 90 до 1800 координата «х» должна алгебраически уменьшаться (принимать отрицательные значения), тогда как по приведенному уравнению она возрастает от 0 до 15 см.

Траектории для всех частиц являются окружностями с центром в начале координат, радиус которых зависит от начальных координат
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Кривизна траекторий обратно пропорциональна их радиусу
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Для рассматриваемого к задаче пальца кривошипа радиус окружности равен 15 см.
Мгновенные центры скоростей и ускорений, в которых скорости и ускорения принимают нулевые значения, как и следует из вида траекторий, совпадают с центром кривизны (х=0, у=0).

Под годографом скоростей понимают кривую, которую описывает  вектор скорости в пространстве скоростей. В нашем случае
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Задача 327. Длина линейки эллипсографа АВ=40 см, длина кривошипа ОС=20 см, АС=СВ. Кривошип равномерно вращается вокруг оси О с угловой скоростью . Найти уравнение траектории  и годографа скорости точки М линейки, лежащей на расстоянии АМ=10 см от конца А.

Уравнения движения частиц кривошипа, их компоненты скорости и ускорения приведены в предыдущей задаче
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Шарнир С зафиксирован посредине линейки АВ эллипсографа, т. е. частицы линейки совершают вращение вокруг подвижного центра, уравнения движения можно записать в виде
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Координаты точки С должны быть определены по уравнениям (1) с учетом её переменных Лагранжа.

Текущие значения углов 
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 и 
[image: image288.wmf]y

 связаны наложенными кинематическими условиями:

для точки А (уА = 0):    
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Соотношения при ОС=СА=СВ согласованы, т. е. 
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Решение, которое удовлетворяет обоим случаям, имеет вид 
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Таким образом, уравнения движения частиц  линейки эллипсографа принимают вид
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Чтобы найти траекторию точки М, необходимо подставить в эти уравнения лагранжевы координаты точек С и М. В качестве начального момента времени может быть выбрано любое положение механизма, например 
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Для перехода к явной форме записи траектории необходимо исключить из этих уравнений параметр 
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Компоненты скорости частиц линейки изменяются в соответствии с уравнениями
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Для принятых выше начальных условий при равномерном вращении кривошипа имеем для оси шарнира С 
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и для точки М (угловые скорости кривошипа и линейки равны по величине, но противоположны по знаку, т.е. 
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Для годографа точки М в плоскости скоростей получаем
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Мгновенный центр скоростей линейки всегда расположен на продолжении кривошипа ОС и его координаты  принимают значения
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Ускорения частиц линейки
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Переходя от угловых характеристик линейки к угловым характеристикам кривошипа (
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для точки М получаем
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Эти же результаты следуют непосредственно из уравнений для скоростей точки М после их дифференцирования по времени.

Задачи 328-329. Точка описывает фигуру Лиссажу согласно уравнениям
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(а)
( t – в секундах, х, у – в сантиметрах). Определить величину и направление скорости точки в заданные моменты времени (0, 1 с, 2 с и пр.).

Уравнения движения абсолютно твердого тела, которому принадлежит рассматриваемая в условии точка (по условию равенства смещений),
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Дифференцированием по времени получаем уравнения для скоростей и ускорений
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Рассматриваемая точка находится на оси Оу при х=0 или при k1t=
[image: image331.wmf])

1

2

(

2

+

n

p

. При этом её скорость составляет xt= 
[image: image332.wmf]1

ak

±

, yt= 
[image: image333.wmf]2

bk

±

.
Пройденный частицами путь определяет интеграл
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Для дальнейшего интегрирования необходимо знать зависимость входящих в уравнения (а) коэффициентов от времени. При  a=b, k1=k2 =k фигура преобразуется в прямую линию, равнонаклоненную к осям координат; в диапазоне 0<=kt<=
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Кривизну траекторий в общем случае можно определить по уравнению
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где |v| - модуль скорости частицы. 
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